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TEZ BiLDiRiMi

Tez icindeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde
elde edilerek sunuldugunu, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada
bana ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagima eksiksiz atif yapildigin1 ve tez
tizerinde Yiiksekogretim Kurulu tarafindan higbir degisiklik yapilamayacagi i¢in tezin
bilgisayar ekraninda goriintiilendiginde asil niisha ile ayni olmasi sorumlulugunun

tarafima ait oldugunu beyan ederim.
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OZET

ELASTIK ZEMINE OTURAN.DOCRU VE pAiRE EKSENLi .
CUBUKLARIN TAMAMLAYICI FONKSIYONLAR YONTEMI ILE STATIK
ANALIZI

Bu calismada, elastik zemine oturan dogru ve daire eksenli kirislerin statik
analizi teorik olarak incelenmistir. Tabii burulmus ve egilmis uzaysal ¢ubuklar1 idare
eden denklemler Timoshenko ¢ubuk teorisi kullanarak elde edilmis ve elastik zemine
oturan dogru ve daire eksenli ¢ubuklar icin tekrar yazilmistir. Formiilasyonda, eksenel
ve kayma deformasyonu etkileri g6z oniline alinmistir. Cubuk malzemesi homojen,
lineer elastik ve izotropik kabul edilmistir. Skaler formdaki adi diferansiyel denklemler,
problemin rijitlik matrisini kesin olarak hesaplamak i¢in tamamlayic1 fonksiyonlar
yontemi ile sayisal olarak ¢oziilmektedir. Elastik zemine oturan dogru ve daire eksenli
kirislerin statik analizi i¢in ¢esitli ornekler ele alinmistir. Bu ¢alismada elde edilen

sonuclarin literatiirdeki mevcut sonuglarla uyum i¢inde oldugu goriilmiistiir.



ABSTRACT

THE STATIC ANALYSIS OF STRAIGHT AND CIRCULAR RODS ON
ELASTIC FOUNDATION USING COMPLEMENTARY FUNCTIONS
METHOD

In this study, the static analysis of straight and circular rods on elastic foundation
is theoretically investigated. The governing equations for naturally twisted and curved
space rods obtained using Timoshenko beam theory are rewritten for straight and
circular rods on elastic foundation. The axial and shear deformations are also taken into
account in the formulation. The material of the rod is assumed to be homogeneous,
linear elastic and isotropic. Ordinary differential equations in scalar form are solved
numerically using the complementary functions method to calculate exactly the
dynamic stiffness matrix of the problem. The static analysis of straight and circular rods
on elastic foundation are analysed through various example. The results obtained in this

study are found to be in a good agreement with those available in the literature.



TESEKKUR

Yiiksek lisans tez konusunun belirlenmesinde, arastirilmasi ve yazimi sirasinda
sahip oldugu bilgi birikimi ve tecriibesi ile ¢alismay1 yonlendiren ve her tiirlii yardimi
esirgemeyen saygideger danisman hocam Dog. Dr. Faruk Firat CALIM’a sonsuz saygi
ve tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalarim  sirasinda  desteklerini  esirgemeyen Ars. Gor.  Nurullah
KARACA’ya, isimlerini burada zikredemedigim ama yardimlarini esirgememis herkese
icten tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica beni bugiine kadar desteklerini bir an olsun eksik etmeyen ve her zaman
yanimda olan sevgili esime, anneme, babama ve kardeslerime en igten saygi ve
stikranlarimi1 sunarim.
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1.GIRIS

Elastik zemine oturan kirisler, plaklar ve kabuklar miihendislik uygulamalarinda
yaygin olarak kullanilmaktadir. Elastik zemin {izerine oturan g¢ubuk problemleri
uygulamada ¢ok kullanilan bir yap1 elamanidir. Cok farkli uygulama alanlari olmakla
beraber, askeri alanlarda, ucak-uzay sanayisinde, fabrikalarda kren ve makinalarin
zemine sabitlenmesinde, biyomekanikte, yatay kuvvete maruz diisey kaziklar,
demiryolu raylari, kiyi-liman yapilarinda, sivi ve gazlarin iletim hatlarinda, 6zel amach
hava alan1 insasinda, su tanki ve silolarin betonarme temelleri gibi alanlarda
kullanilmaktadir.

Elastik zemine oturan Kkirislerin analizlerinde Winkler, Pasternak, Vlasov ve
Kerr gibi ¢esitli zemin modelleri kullanilmaktadir. Bu ¢alismada, elastik zemine oturan
dogru ve daire eksenli kiriglerin statik analizleri incelenmistir. Kanonik formda elde
edilen adi diferansiyel denklemler, statik rijitlik matrisini hesaplayabilmek igin
tamamlayict  fonksiyonlar yontemi yardimiyla sayisal olarak ¢oziilmektedir.
Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemi ile uygun integrasyon adim araligi secilerek
degisken katsayili adi diferansiyel denklemler uygun integrasyon adim araligi secilerek
tamamlayict  fonksiyonlar yontemi ile istenilen hassasiyette kesin olarak
¢oziilebilmektedir. Onerilen bu ydntem, genel sinir sartlarina sahip problemlerin

¢Ozlimiinde biiylik kolayliklar saglamaktadir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Elastik zemine oturan kirisler ve plaklar miihendislik uygulamalarinda yaygin
olarak kullanilmaktadir. Elastik zemine oturan kirislerin statik analizlerinde c¢esitli
zemin modelleri kullanilmaktadir. Literatiirde, elastik zemine oturan Kkiriglerin statik
analizleri ile ilgili birgok ¢alisma vardir.

Kerr (1964), diger zemin modellerine karsin Pasternak modelinin avantajlarin
gOstermistir. Aym1 zamanda elastik zemin modelini viskoelastik zemin modeline
genisletmistir. Inan (1966), elastik cubuklarmn genel teorisini arastirmis, buradan
diizlemsel, dogru ve daire eksenli gubuklarin tagima matrislerini elde ederek tasima
matrisi yontemini ¢oziimlerinde kullanmislardir. Kiral ve Ertepinar (1974), statik
yiikleme altinda elastik zemine oturan kiriglerin davranisini incelemislerdir. Dasgupta
ve Sengupta (1988), elastik zemine oturan egri eksenli g¢ubuklarin ¢6ziimii i¢in ig
diigiimlii izoparametrik kiris eleman1 kullanarak bir sonlu eleman modeli gelistirmistir.
Formiilasyonda, kayma deformasyonu etkisini dahil etmislerdir. Banan ve ark. (1989),
elastik zemine oturan egri eksenli kirisler icin bir sonlu eleman formiilasyonu
gelistirmislerdir. Celep (1990), elastik zemine oturan daire eksenli kiris problemini
calismistir. Haktanir ve Kiral (1993), elastik ve izotropik malzemeden yapilmis helisel
cubuklarin statik analizini tasima matrisi yontemine dayali rijitlik matrisi yontemi ile
calismiglardir. Zubaroglu (1994), ¢alismalarinda winkler tipi zemin kullanmuig, elastik
zemin iizerine oturan daire eksenli gubuklarin ¢esitli yliklemeler altindaki davranislarini
baslangi¢ degerleri metodu yardimiyla incelemislerdir. Daire eksenli ¢ubuklarin serbest
titresim frekanslarini elde etmislerdir. Kadioglu (1994), Winkler tipi elastik zemini
kullanarak dogru ve daire eksenli kirislerin cesitli yiiklemeler altindaki davranislarini
incelemisglerdir. Akéz ve Kadioglu (1996), karisik sonlu eleman formiilasyonu
kullanarak elastik zemine oturan degisken kesite sahip daire eksenli ¢cubuklarin keyfi
yiikler altinda statik analizini incelemislerdir. Yang ve ark. (2001), diisey yiikler
altindaki egri eksenli ¢ubuklar i¢in analitik ¢oziimler sunmuslardir. Bozdogan ve ark.
(2004), tasima matrisi yontemini kullanarak elastik zemine oturan kirislerin birinci ve
ikinci mertebe statik ve stabilite analizini yapmislardir. Elastik zeminin ¢6ziimlerinde
Winkler hipotezine uydugunu kabul etmislerdir. Calim (2009), viskoelastik zemine

oturan dogru eksenli kiriglerin serbest ve zorlanmis titresimini incelemistir. Calim ve



Akkurt (2011), elastik zemine oturan dogru ve egri eksenli kirislerin statik ve serbest
titresim analizini yapmislardir. Denklemlerinde Timoshenko kiris teorisinden
faydalanmiglardir. Daha sonralar1 elastik zemine oturan dogru ve daire eksenli
cubuklarin serbest titresimini incelemislerdir. Arici ve Granata (2011), Winkler tipi
elastik zemine oturan uzaysal egri eksenli cubuklarin tagima matrisi yontemi ile
¢Oziimiinii yapmuslardir. Egri eksenli ¢ubuklar ve ringler i¢in numerik ve analitik

sonuclar hem diizlemi i¢cinde hem de diizlemine dik olarak vermislerdir.



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Egri Eksenli Uzaysal Cubuklar

3.1.1. Cubuk Geometrisi

Tabii olarak egilmis ve burulmus uzaysal bir ¢ubuk gz oniline alalim. Cubuk
ekseni, geometrik merkezi G’nin yoriingesi olarak tanimlanir ve eksen iizerinde keyfi
olarak segilen s=0 noktasindaki durum vektorii r°=r°(s) olarak verilir (Sekil 3.1a). Egri
eksenli ¢cubuklarda, eksene bagli hareketli bir koordinat takiminin se¢ilmesi, problemin
tanimlanmasinda biiyiik kolayliklar saglamaktadir. Herhangi bir s konumunda, ¢ubuk
ekseninin orijininde t, n, b birim vektorleri olarak tanimlanan bir hareketli koordinat

takimi secilmistir.

= ore(s)

s (3.1)

Burada t, n ve b sirasiyla teget, normal ve binormal birim vektorleri olarak
adlandirilmaktadir. t artan s yoniinde, n teget birim vektore dik ve yoni egrilik
merkezine dogrudur. Binormal birim vektor b= txn olup, t ve n birim vektorlerinin

olusturduklar diizleme diktir.



() (b)

Sekil 3.1. Cubuk geometrisi

Bu sekilde tarif edilen t, n, b birim vektorlerinin teskil ettigi takim sag el kuralt

ile temsil edilir ve aralarinda Frenet formiilleri denilen tiirevsel bagintilar mevcuttur.

xn, —=tb—yt, —S=—Tn (3.2

Burada y ve 1, sirasiyla eksenin egriligi ve tabii burulmasidir. y, egrilik olup
daima pozitiftir. t ise, artan s yoniinde egri tizerindeki n, b normal diizlemi t ekseni
etrafinda pozitif yonde donerse pozitif, aksi halde negatif olmaktadir.

Diizlemsel g¢ubuklar icin 7 = 0 ve dogru eksenli ¢ubuklar i¢cin y = 7 =0

alinmaktadir.



3.1.2. Geometrik Uygunluk Denklemleri

Cubuk ekseni iizerinde herhangi bir s noktasinda yer degistirme U°(s) ve kesitin
G apgirlhik merkezinden gecen eksen etrafindaki dénme Q°(s) vektorleri ile
gosterilmektedir. Ayrica, ubuk ekseni iizerinde birim boyun rélatif uzamas: y°(s) ve
rolatif donmesi @°(s) vektorleri ile tarif edilmektedir. Geometrik uygunluk denklemleri

(3.3) esitlikleri ile verilmektedir.

v’ =_5U +txQ°, o° =—aQ

3.3
0s 0s (33)

3.1.3. Hareket Denklemleri

T(s) ile s noktasindaki kesite etkiyen i¢ kuvvetlerin vektorel toplami ve M(s) ile
bunlarin agirlik merkezi olan G noktasina indirgendikleri zaman elde edilen kuvvet ¢ifti
olarak gosterilsin. Cubuk ekseninin birim boyuna etkiyen yayili dis kuvvet p¥(s) ve
yayili moment m®(s) olsun. Yer ve sekil degistirmelerin ¢ok kiigiik oldugu kabulii ile

hareket denklemleri:

6_T (ex) — O_M ex _—
aS+p = 0, as+t XT+m®* =0 (3.4)

seklinde verilmektedir.



3.1.4. Elastik Biinye Denklemleri

Cubuk kesitinin kayma merkezi ile geometrik merkezinin c¢akistigi, kesit
carpilmasinin ihmal edildigi kabul edilmektedir. Cubuk malzemesi homojen, izotropik
ve lineer elastiktir. Bu durumda, rolatif birim uzama y°(s) ve rolatif birim dénme ®°(Ss)

ile T(s) ve M(s) arasinda asagidaki biinye denklemlerini yazmak miimkiindiir.

T =AM =Dyoj (i,j=tn, b) (3:5)

Burada Ay kesitin uzama rijitligini, Ay, ve App, de kayma rijitliklerini, Dy ise Kkesitin

burulma rijitligini, Dy, Ve Dyp de egilme rijitliklerini géstermektedir.

EA 0 0 Gl, 0 O
[A]=| 0 GAlq, 0 |,[D]=| 0 EI, O© (3.6)
0 0 GAg, 0 0 EIl

Burada A kesit alani, E ve G elastik sabitler, a, ve oap kayma diizeltme
faktorleridir. [A] ve [D] matrisleri, ¢ubuk malzemesi ve kesit geometrisine bagli olup,
7°(s) ve @°(s) degiskenlerinden bagimsizdir.

Kesitin kayma merkezi ile agirlik merkezinin st lste distiigli ve kesit
carpilmasinin ihmal edildigi kabul edilirse n, b eksenleri asal eksenler olmaktadir. Egri
eksenli gubuklarin davranisini idare eden diferansiyel denklemler t, n, b hareketli eksen

takiminda asagidaki sekilde yazilabilmektedir.

ouU 1

ast = ZUn '|'a-rt (37&)
U

aas” =—;(Ut+rUb+Qb+%Tn (3.7b)

aaub =—U -Q +%Tb (3.7¢)
s



00, 1

Fral Ath +G_LM‘ (3.7d)
aaQS” =—;(Qt+z'Qb+EilnMn (3.7¢)
LT SV (3.7)
0s El,
A (3.79)
O T, T - P (3.7h)
ST, - pie (3.7)
S M, - (3.79)
%zrmb—zmtﬂb—mgeﬂ (3.7k)
M, T, - 3.71)

Bu calismada iki parametreli elastik zemin modeli ele alinmaktadir (Sekil 3.2.).
Elastik zemine oturan kirislerde sisteme uygulanan yayili kuvvet ve moment p® ile m*
asagidaki gibi iki parcadan olusturulabilir.

f

p(ex) _ pe —p', m(ex) =m¢ _mf (38)

Buradaki e ve f indisleri, sirasiyla yiiklemeyi ve zeminin kirise gostermis oldugu
reaksiyondur. Boylece kirisin deplasman ve donmesine, elastik zeminin tepkisi

asagidaki sekildedir.

pif _ ki Uio’ mf = (kl)i Q? (i=t/n,Db) (3.9



Burada k ve k; 6telenme ve donme yay sabitlerini ifade etmektedir.

Po

: £ 2

Sekil 3.2. Elastik zemine oturan Timoshenko Kirisi

3.2. Diizlemsel Cubuklar

Daha once belirtildigi gibi, diizlemsel ¢ubuklar i¢in tabii burulma 7= 0 ve dogru
eksenli gubuklar i¢in y = 7= 0 alinmaktadir. Ayrica, (3.7) ifadesinde verilen on iki adet
birinci mertebeden diferansiyel denklemleri iki gruba ayirabiliriz. Birinci grup
biiyiikliikler, cubuk ekseninin bulundugu diizlemde ve yiikler ¢ubuk diizlemine
etkimektedir. Birinci grup biiyiikliikleri idare eden denklemler 3.10a, 3.10b, 3.10c,
3.10d, 3.10e ve 3.10f de goriilmektedir. Ikinci grup biiyiikliikler ise, 3.11a, 3.11b, 3.11c,
3.11d, 3.11e ve 3.11f’de goriilmektedir.

3.2.1. Diizlemi Icinde Yiiklii Dogru Eksenli Cubuklar
Dogru ekseni cubuklar, tabii burulmasi ve egriligi (t, y) sifir olan egrilerdir

(Sekil 3.3). Diizlemi i¢inde yiiklenmis bir ¢ubukta olusan deplasman ve donmeler Uy,
Un, Qp ve i¢ kuvvetler ise Ty, T, ve My’ dir.

S Sekil 3.3. Dogru eksenli cubuk



Boylece, elastik zemine oturan diizlemi i¢inde yiikli dogru eksenli cubugu idare

eden diferansiyel denklemler asagida verilmektedir.

du, 1

=—T 3.10a
ds EA' (3.102)
dU, ¢ s % (3.10b)
ds GA
49, =i|\/|b (3.10c)
ds El,
dT ox
d_St =k, U, — pt( ) (3.10d)
T, _ kU, - p* (3.10e)
ds
M, & 3.10f
ds =(kl)be_Tn_mb (3.10f)

3.2.2. Diizlemine Dik Yiiklii Dogru Eksenli Cubuklar

Diizlemine dik ytliklenmis bir ¢ubukta meydana gelen deplasman ve donmeler
Up, Qi, Qn ve i¢ kuvvetler ise Ty, M; ve M,’ dir. Elastik zemine oturan diizlemi dik

yiiklii dogru eksenli cubugu idare eden diferansiyel denklemler asagida verilmektedir.

ddUSb =—Q + %Tb (3.11a)
ddgzn = % M. (3.11c)
%—T; =k, U, — p® (3.11d)
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dM, _ (k,), , —m® (3.11e)

" =(k,), Q, +T, —m (3.11f)

3.2.3. Diizlemi icinde Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

Diizlemsel daire eksenli ¢ubuklarda tabi burulma sifir (t = 0) ve egrilik ise
sabittir (y = 1/R). Dairesel bir ¢ubukta ds uzunluk eleman1 ds = R d¢ seklinde ifade

edilmektedir (Sekil 3.4). Elastik zemine oturan diizlemi iginde yiiklii daire eksenli

cubugu idare eden diferansiyel denklemler asagida verilmektedir.

du, =U, +£Tt (3.12a)
dg EA

dY, _ _y, +rQ, +R%T (3.12b)
dg GA

a9, =i|\/|b (3.12c)
d¢ El,

T, _ Rk U, +T, - R p®® (3.12d)
dg

T, _ Rk,U,-T,—Rp® (3.12¢)
dg

dd'\;b =R(k), Q, -RT, —Rm{® (3.12f)

11



Sekil 3.4. Elastik zemine oturan daire eksenli ¢ubuk

3.2.4. Diizlemine Dik Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

Elastik zemine oturan diizlemine dik yiiklii daire eksenli ¢ubugu idare eden

diferansiyel denklemler asagida verilmektedir.

dV, _ Rro +Rr %1, (3.13a)
dg GA

o, =Q +i|\/|t (3.13b)
dg Gl,

dQ, =-Q, +i|\/|n (3.13c)
dg El_

dT o

d(; =Rk,U, —R p{* (3.13d)
d M, =Rk, Q, +M, —Rm® (3.13e)
dg

dd'\;” =R(k,), Q, —~M, +RT, —Rm{® (3.13f)

Hem eleman rijitlik matrisi hem de elaman yiik vektorii tamamlayici

fonksiyonlar yontemi uygulanarak elde edilmektedir.

12



3.3. Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemi yardimiyla Smir deger problemi baslangi¢
deger problemine indirgenir ve baslangi¢ sartlar1 kullanilarak sabit katsayili adi
diferansiyel denklemler ¢oziilebilmektedir. Baslangic deger probleminin ¢éziimii igin
Butcher’in besinci mertebe Runge-Kutta (RKS5) algoritmasi (Chapra ve Canale, 1998)
bu calismaya adapte edilerek ¢ok daha etkin ¢oziimler elde edilmistir. Tamamlayict
fonksiyonlar yOntemi bilgisayar ile programlamaya ¢ok miisait olup, genel smir
sartlarina sahip fiziksel problemlerin ¢ézlimiinde biiyiik kolayliklar saglamaktadir. Bu
yonteme dayali ¢6ziim yapmanin diger bir avantaji da, degisken kesit ve geometriye
sahip problemlerin ¢6ziilebilmesidir. Uygun integrasyon adim araligi secilerek,

diferansiyel denklemlerin istenilen hassasiyetteki kesin ¢6ziimiiniin elde edilebilmesidir.

3.3.1. Diferansiyel Denklemlerin Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemi Ile Coziimii

Formiilasyon asamasinda sabit katsayili 6 adet (3.10-13a-l) diferansiyel
denklemleri elde edilmistir. Bu denklemlerin her biri yere gore birinci mertebe tiirevler

icermektedir. Elde edilen adi diferansiyel denklem takimi matris notasyonunda

av(e) _
@ F(®)Y(®) + B(D) (3.14)

seklinde verilmis olsun. @ bagimsiz degisken, Y (&) bilinmeyen bagiml degiskenleri
iceren kolon matrisi, F(&) bagimli degiskenlerin katsayilar kare matrisi ve B(0)

baslangic sartlarini da igeren sabitler vektoriidiir.

Coziim icin gerekli olan 6 adet smir sartindan 3 adedi ¢6ziim bolgesi

baslangicinda (I = a),

2?=1 bUY](a) = q; (|=1,2,3) (315)

geri kalan 3 adeti ise ¢6ziim bolgesi sonunda (& = b)
f=1dijY;(b) = B;  (i=12,3) (3.16)

13



seklinde verilmis olsun. Goriildiigii gibi problemin smir sartlari, bilinmeyen Y (&)
vektoriiniin (D = a) ve (D = b) noktalarindaki bilesenlerinin lineer kombinasyonlari
olarak da ifade edilebilmektedir.

Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemi, problemin sinir sartlarindan bagimsiz olarak
(3.14) denkleminin homojen ve o0zel ¢oziimlerinin, tamamen ¢6ziim bolgesi
baslangicinda (& = a) belirlenen standart sinir sartlart ile bulunmasi esasina

dayanmaktadir. (3.14) denkleminin genel ¢oziimi

Y(0) = X5-1 Cn (U™ (9)) + V(@) (3.17)
seklindedir. (3.17) ifadesinde,U™ (@), verilen smir sartlarindan m. homojen siur
sartina ait homojen ¢6ziimii, V(&) ise homojen olmayan sinir sartlari ile elde edilen 6zel
¢oziimii gostermektedir. Burada Cy, integrasyon sabitleri, (J = a) ve (@ = b)

noktalarinda verilmis olan problemin gergek sinir sartlarindan elde edilecektir. 6 adet

standart sinir sart1 ile elde edilen homojen ¢oziimler,

[U(@)]exs = {UD (@®)6xt, e e - , U (D) 6x1}exe (3.18)
kare matrisi ile gosterilmektedir. Boylece (3.17) denkleminin genel ¢ézliimii
Y(®) = U(@)C + V(D) (3.19)
formunda ifade edilebilir.
3.3.2. Homojen Coziimiin Elde Edilmesi

(3.14) denkleminin homojen ¢oziimii

dum™ (g)

- =F@U™@®)  (m=1,2,...6) (3.20)

14



seklindedir. (3.20) denkleminin 6 adet farkli smir sarti igin 6 kere c¢ozilmesi
gerekmektedir. Boylece 6x6 boyutunda ¢6ziim matrisi elde edilir.
Burada U™ (@), ¢oziim bolgesi baslangicinda bilinmeyen Uy (a) vektdriiniin m.

elemanina 1, digerlerine sifir degeri verilerek elde edilen ¢oziimii gostermektedir.

U;(a) =1,U,(a) =0, ..........,Ug(a) =0
U;(a) =0,U,(a) =1, ............,Ug(a) =0

(3.21)
U;(a) =0,U,(a) =0,...c........, Ug(a) =1

(3.21) ifadesinde tarif edilen ve bu sekilde elde edilmis olan [U] kare matrisinin

¢Oziim bolgesindeki baglangic degerleri birim matrise karsilik gelmektedir.

[U(a)] = [1] (3.22)

3.3.3. Ozel Coziimiin Elde Edilmesi

(3.14) denkleminin 6zel ¢oziimii

av(@) _
do

F(@)V(9) + B(9) (3.23)

seklinde olsun. Bu denklemin ¢6ziim bdlgesi baglangici i¢in kabul edilen,

V(@a) = 0 (3.24)

sinir sartlari ile bir defa ¢oziilmesi yeterlidir.
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3.3.4. Siir Sartlarindan Cj, integrasyon Sabitlerinin Elde Edilmesi

(3.17) genel ¢oziimiinde yeralan Cp, integrasyon sabitleri, problemin gergek sinir

sartlarindan elde edilecektir. (¢ =a) noktasinda verilmis olan 3 adet sinir sartinin

bulundugu (3.15) ifadesindeki, ( ) ¢oziimleri yerine konursa,

1 by (B6ms U™ (@) + V(@) = a (3.25)
elde edilir. Burada,
Y/ (@=E5=1 CnU™ (@) + V) (@) (3.26)
olup 6zel ¢oziimiin bulunmasinda kullanilan sinir sartlari
Vi(a) =0 (=1,2, ......... , 6) (3.27)

(3.25) ifadesinde yerine konursa
Zb,m C=a; (i1, 2, 3) (3.28)

elde edilir. (3.28), 6 adet Cp, integrasyon sabitinin elde edilmesi igin 3 adet lineer
denklem takimi sunmaktadir. Gerekli olan diger 3 adet denklem (& = b) noktasindaki
sinir sartlarindan elde edilecektir. Yukaridaki gibi, bu kez de (& = b) noktasindaki

¢ozuimler (3.19) ifadesinde yerine konulursa

¢ dij (Tom1 Cn U™ (D) + V(D)) = +B; (3.29)
veya
ot (2821 diy U™ (0))Con = fi — 2821 dyV; () (3.30)
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elde edilir. Burada

Pim = ¥5-, dij U™ (b) (3.31)
ve
ki = B; — X9=1di;V;(b) (3.32)

tarifleri yapilirsa, (3.30) denklemi

zalp C, =k (i=1,2,3) (3.33)

seklinde diizenlenerek gerekli olan 3 adet lineer denklem de elde edilir. (3.28) ve (3.33)

esitlikleri birlikte matris formunda,

Bll BlZ e 81,12_ Cl OL]_

By B - . . .. ..o Bona||Co| (o
Cs a3
C4 OL4
Cs a5

B B . . . . . . . .. B C

61 Be2 612 | Ce [ _ |o6 (3.34)

Co ks
Cio| |ka
Ci1 Ks

_P61 P62 e e e P6,12_ C12 k6

veya kapali formda
[AAl(C)={c} (3.35)
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olarak yazilabilmektedir. (3.34) esitliginden Cp, integrasyon sabitleri hesaplanip (3.17)

denkleminde yerine konularak genel ¢oziim yapilabilmektedir.
Y(0) = 551 Cn (U™ (0)) + V(0) (3.36)

Boylece (3.36) denkleminin genel ¢oziilerek ¢oziim bolgesi lizerinde istenilen herhangi
bir noktadaki bagimli degiskenlerin degerleri kolaylikla hesaplanabilir.

Buraya kadar olan boliimde anlatilanlar bir problemin tamamlayici fonksiyonlar
yontemi ile dogrudan ¢6ziimii i¢in Kkullanilabilir. Bu genel formiilasyondan
yararlanilarak eleman rijitlik matrisi elde edilecektir. Bu durum, genel sinir sartlarina

sahip problemlerin ¢6ziimiinde biiyiik kolayliklar saglayacaktir.
3.3.5. Eleman Rijitlik Matrisinin Elde Edilmesi

(3.14) denklem takimimin homojen ve 6zel ¢oziimleri bir 6nceki bolimlerde
anlatildigr sekilde yapilmaktadir. Eleman rijitlik matrisini hesaplamak i¢in, Cp
integrasyon sabitleri elde edilirken, problemin gercek smir sartlari yerine ¢oziim

bolgesinin ¢ =0 ve ¢ =L noktalarindaki smir sartlar1 olarak U; ve Q; (i=t, n, b)
biiyiikliikleri igin sirasityla birim deplasman alinmaktadir. Ik adimda, smir sartlari
olarak (3.37) denkleminin sag tarafi i¢in U{(0)=1 ve
Un(0)=Up(0)=24(0)= 1 (0)= 2 (0)= Uy (L) = Up (L) = Up (L) = (L) = n (L) = (L) =0
alinarak Cp, integrasyon sabitleri hesaplanir. Ikinci adimda, smir sartlari igin U, (0) =1
ve digerleri sifir alinarak Cp, integrasyon sabitleri hesaplanir. Sirasiyla herbir serbestlik
icin birim deplasman uygulanip Cp, integrasyon sabitleri ayr1 ayr1 hesaplanmaktadir. Bu
sabitler hesaplanirken homojen ¢oziimden elde edilen (3.34) ifadesindeki katsayilar
matrisinin bir kez olusturulmasi yeterlidir.

Her diigiimde alt1 serbestlik derecesi olmak iizere, bunlarin {i¢ii deplasman, diger
ticli de donme serbestlikleridir. Elemanin baglangi¢ diigimii i, diger ucu j digimi

olmak iizere eleman deplasman ve eleman ug kuvvetleri
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{d} = {U(®), (), U(9;), 2(¢))} (3.37)

{p} = {T(#, M(9), T(¢;), M())} (3.38)

seklinde ifade edilmektedir. Eleman rijitlik matrisini hesaplamak i¢in (3.37)
ifadesindeki eleman u¢ deplasmanlarina sirasiyla birim deplasman uygulanarak Cp
integrasyon sabitleri ilk paragrafta anlatildigi gibi elde edilir. Bu islem 12 kez
tekrarlanarak biitin C,, integrasyon sabitleri belirlenir. Eleman dinamik rijitlik
matrisinin  bilesenleri olan eleman ug¢ kuvvetleri (3.14) denkleminin homojen
¢Oziimiinden elde edilir.

Ankastre u¢ kuvvetleri ise, biitiin ¢ubuk uc¢ deplasmanlarini sifira esitleyerek

(3.14) denkleminin 6zel ¢6ziimiinden hesaplanmaktadir.

T
{f} = {(~T(®,), -M(®)), T(9,), M(3,)} (3.39)
Eleman denklemi asagidaki gibi yazilmaktadir.

{p} = [k{d} + {f} (3.40)

Eleman koordinatlarinda elde edilen bu denklemlerden sistem koordinatlarma gegmek

icin asagidaki doniisiim islemi uygulanmalidir.
[Kijie] = [T1[K]enb [T] (3.41)

{thjx = [T B (3.42)
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Doniistim matrisi [T]

[B(¢)] [o] 0] [o]
= [o] [B(g)] [0] [o]
] o] [Begp] [o]

ol [ Pl [Bs)],,

(3.43)

Bu tezde, hem eleman rijitlik matrisi hem de ankastrelik ug¢ kuvvetleri,
tamamlayic1 fonksiyonlar yontemi yardimi ile (3.14) denkleminin homojen ve 6zel
cozlimlerinden hesaplanmaktadir. Eleman rijitlik matrisi ve yiik vektoriinden sistem

hareket denklemleri elde edilmektedir.
[K]{D} = {P} (3.44)

Burada, [K]ve {P} sistem rijitlik matrisi ve yik vektortdiir. {D} ise, sistemin

bilinmeyen diigiim deplasmanlar1 vektoriidiir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu c¢alismada, statik yilikleme altinda elastik zemine oturan dogru ve daire
eksenli kirislerin davranigini analiz etmek igin genel amacgli Fortran dilinde bir
bilgisayar programlari hazirlanmigtir. Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemine dayali
baslangic deger probleminin ¢dzliimii i¢in Butcher’in besinci mertebe Runge-Kutta
algoritmast kullanilmistir. Onerilen yontemin gegerliligini test etmek amaci ile

literatiirde bulunan ornekler ele alinmastir.
4.1.1. Ornek 1

Bu ornekte Winkler tipi elastik zemine oturan iki ucu sabit mesnetli kiris
problemi incelenmistir. Kirisin uzunlugu L = 10 m olup kirisin orta noktasina P=10 t
siddetinde tekil yiik uygulanmustir (Sekil 4.1). Kiris dikdortgen kesite sahip olup, kesit
genisligi ve yiiksekligi b = h = 0.5 m, yay katsayis1 k = 100 t/m? malzeme ozellikleri
ise elastisite modiilii £ = 2.5x10° t/m? ve Poisson orani v = 0.3 alinmustir. Probleme ait
sonuglar Cizelge 4.1°de verilmektedir. Cizelge 4.1 incelendiginde, onerilen yontemle
elde edilen sonuglar ile literatiirde farkli yontem kullanarak elde edilen sonuglarin

uyumlu olduklar1 gozlemlenmektedir.

4 kt
ov

b

Sekil 4.1. Elastik zemine oturan tekil yiiklii basit cubuk uygulamasi

Cizelge 4.1. iki ucu sabit mesnetli kirise ait sayisal sonuglar

Nokta Kesit Tesirleri Erim (1997) Bu
Calisma
A Ub (m) 0,00901 0,00907
Mn (Nm) 16,012 16,09
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4.1.2. Ornek 2

Bu 6rnekte Winkler tipi elastik zemine oturan bir ucu serbest digeri yar1 sonsuza

giden kiris problemi ANSYS programimnin yardim kismindan alinarak incelenmistir.

Kirige F = 10 Ib siddetinde tekil yiik ve M=10,000 Ib in moment uygulanmistir (Sekil

4.2.). Kiris dikdortgen kesite sahip olup, kesit genisligi ve yiiksekligi b = 4.224 in, h =

5 in, yay katsayist k = 1515.15 Ib/in®, malzeme &zelikleri ise elastisite modiilii E =

30x70° Psi alimmustir. Probleme ait sonuglar Cizelge 4.2°de verilmektedir. Cizelge 4.2

incelendiginde, onerilen yontemle elde edilen sonuglar ile program sonuglariin uyumlu

olduklar1 gézlemlenmektedir.

» <

» <

BX o ¢ ¢ ¢ 0o o0 o o 0 X

Sekil 4.2. Bir ucu serbest yari sonsuza giden ¢ubuk

Cizelge 4.2. Bir ucu serbest yar1 sonsuza giden ¢ubuk problemi

ANSYS Bu Calisma

Uc¢ deplasmanm

-0,03767 -0,03772
(in)
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4.1.3. Ornek 3

Bu 6rnekte iki ucu ankastre dairesel kiris problemi incelenmistir. Dairesel kirigin
yay aciklig1 a = 270° olup orta noktasindan P = 50 t siddetinde tekil yiik uygulanmustir
(Sekil 4.3). Dairesel kiris dikdortgen kesite sahip olup, kesit genisligi ve yiiksekligi b =
h = 1.5 m, dairenin yarigapt R = 8 m , malzeme 6zelikleri ise elastisite modiili E =
2.7x10° t/m? ve Poisson oranini v = 0.3 olarak alinmistir. Probleme ait sonuglar Cizelge
4.3°de verilmektedir. Cizelge 4.3 incelendiginde, 6nerilen yontemle elde edilen sonuglar
ile literatiirde farkli yontem kullanarak elde edilen sonuglarin uyumlu olduklar

gozlemlenmektedir.

s(Q)
a/2

s0) \ 5 a2

SN\
Sekil 4.3. Dairesel Cubuk Uygulamasi

Cizelge 4.3. Dairesel gubuklar i¢in sayisal sonuglar

A¢t  Kaesit Tesirleri Zu(li;;flu Bu Galisma
Tb (t) 25 25.07
0 Mt (tm) 250.22 233.2
Mn (tm) 232.62 251.0
Tb (t) -25 -25.07
o Mt (t) -250.22 -232.62
Mn (t) -232.62 -251.0
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4.1.4. Ornek 4

Bu 6rnekte iki ucu ankastre dairesel kiris problemi incelenmistir. Dairesel kirigin
yay aciklig1 o = 140° olup bes esit parcaya béliinmiistiir (Sekil 4.4.). Dairesel kirise dort
adet P = 100 t siddetinde tekil yiik kirigin tam orta noktasindan uygulanmigtir. Dairesel
kirig dikdortgen kesite sahip olup, kesit genisligi ve yiiksekligi b =1.2 m, h = 0.6 m,
yaricapt R = 12 m, malzeme ozelikleri ise elastisite modiilii E = 2.7x10° t/m? ve Poisson
orant v = 0.3 olarak alinmistir. Probleme ait sonuglar Cizelge 4.4’de verilmektedir.
Cizelge 4.4 incelendiginde, Onerilen yontemle elde edilen sonuglar ile literatiirde farkli

yontem kullanarak elde edilen sonuglarin uyumlu olduklar1 gézlemlenmektedir.

Sekil 4.4. iki ucu ankastre daire eksenli kiris

Cizelge 4.4. Iki ucu ankastre daire eksenli kirise ait sayisal sonuglar

Aci Ke.sit . Zubaroglu Bu Calisma

Tesirleri (1994)

Tb (t) 99.71 99.92

0 Mt (tm) 75.32 82.42

Mn (tm) -464.2 -467.7

Tb (t) -99.71 -99.92

a Mt (t) -75.32 -82.42

Mn (t) -464.2 -467.7
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4.15. Ornek 5

Bu ornekte Winkler tipi elastik zemine oturan iki ucu ankastre dairesel kiris
problemi incelenmistir. Dairesel kirisin yay acikhigi o = 140° olup iki esit parcaya
boliinmiistiir. Dairesel kirise dort adet P = 50 t siddetinde tekil yiik uygulanmistir.
(Sekil 4.5). Kiris dikdortgen kesite sahip olup, kesit genisligi ve yiiksekligi b = h = 1.5
m, yay katsayis1 k = 10 t/m? malzeme 6zelikleri ise elastisite modiilii E = 2.7x70° t/m?
olarak alimmustir. Probleme ait sonuglar Cizelge 4.5°de verilmektedir. Cizelge 4.5
incelendiginde, onerilen yontemle elde edilen sonuglar ile program sonuglarinin uyumlu

olduklar1 gézlemlenmektedir.

Sekil 4.5. Iki ucu ankastre daire eksenli kiris

Cizelge 4.5. Iki ucu ankastre daire eksenli kirise ait sayisal sonuglar

Aci Ke.sit . Zubaroglu Bu Calisma

Tesirleri (1994)

Tb (t) 99.71 99.92

0 Mt (tm) 75.32 82.42

Mn (tm) -464.2 -467.7

Tb (t) -99.71 -99.92

a Mt (t) -75.32 -82.42

Mn (t) -464.2 -467.7
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4.1.6. Ornek 6

Bu ornekte Winkler tipi elastik zemine oturan iki ucu ankastre dairesel kiris
problemi incelenmistir. Dairesel kirisin yay acikligi a = 70° olup iki esit pargaya
bolinmiistiir Dairesel kirise bit adet P = 50 t siddetinde tekil yiik uygulanmistir. (Sekil
4.6). Kiris dikdortgen kesite sahip olup, kesit genisligi ve yiiksekligi b = h = 1.5m, yay
katsayis1 k = 1500 t/m?, malzeme o6zelikleri ise elastisite modiilii E = 2.7x70° t/m?
olarak alimmustir. Probleme ait sonuglar Cizelge 4.6’de verilmektedir. Cizelge 4.6
incelendiginde, Onerilen yontemle elde edilen sonuglar ile program sonuglarinin uyumlu

olduklar1 gézlemlenmektedir.

Sekil 4.6. Iki ucu ankastre daire eksenli kiris

Cizelge 4.6. 1ki ucu ankastre daire eksenli kirise ait sayisal sonuglar

Aci Ke:sit . Zubaroglu Bu Calisma

Tesirleri (1994)

Tb (t) 23.95 23.99

0 Mt (tm) 1.834 2.378

Mn (tm) -63.78 -64.29

Tb (t) -23.95 -23.99

a Mt (t) -1.834 -2.378

Mn (t) -63.78 -64.29
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4.1.7. Ornek 7

Bu 6rnekte dort adet tekil ylike maruz elastik zemine oturan daire eksenli kirigin
statik analizi incelenmistir (Sekil 4.7). Simetri nedeni ile problemin dortte biri sekiz
elemana bdliinerek analiz yapilmistir. Probleme ait malzeme ve kesit 6zellikleri; tekil
yiik P = 1524 kN, dairenin yarigapit R = 7.63 m, kesit genisligi ve yiiksekligi b = h =
0.762 m, elastisite modiili E = 47.24 GPa, kayma modiili G = 19.68 GPa, yay
katsayist kp = 23.623 MPa ve yayin donme Kkatsayist (Ki); = 1143 kKNm/m olarak
alimmistir. Ornege ait sayisal sonuglar Cizelge 4.7°de verilmektedir. Cizelge 4.7
incelendiginde, Onerilen yontemle elde edilen sonugclar ile literatiirde farkli yontemler

kullanarak elde edilen sonuglarin uyumlu olduklar1 gézlemlenmektedir.

Sekil 4.7. Elastik zemine oturan dairesel kiris

Cizelge 4.7. Elastik zemine oturan daire eksenli kirise ait sayisal sonuglar

Qt Qn
o(°) Ub Tb Mt Mn
(m) (rad) (rad) (kN) (kNm) (kNm)
[7] (k1)0 -0,008150 0,000770 0 762 0 -1355,65
0
[4] (k4)=0 -0,008064 - - 762 0 -1362,78
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Cizelge 4.7. (Devam) Elastik zemine oturan daire eksenli kirise ait sayisal sonuglar

[4] (ky)#0 -0,008063 - - 762 0 -1362,54

0 Bu calisma [(k;):=0] -0,008150  0,000705 0 762 0 -1361,11
Bu calisma [(k;):#0] -0,008147  0,000702 0 762 0 -1360,11

[7] (ky)#0 -0,007096  0,000486  -0,001089 487,578  -166,640  -405,060

11,25 Bu calisma [(ky)=0] -0,007099  0,000445  -0,001083 489,702  -167,390  -407,433
Bu calisma [(k;):#0] -0,007098  0,000443  -0,001082 489,803  -166,290  -407,333

[7] (ky)#0 -0,005208  -0,000048  -0,00122 269,413  -182,480  -189,702

(4] (k;);=0 -0,005198 - - 272,674  -184,505  -192,353

22,5 [4] (ky)#0] -0,005198 - - 272,705  -183,431  -192,346
Bu calisma [(k;):=0] -0,005223  -0,000044  -0,00122 271,201  -183,378  -190,176

Bu calisma [(k;):20] -0,005223  -0,000044  -0,00122 271,303  -181,982  -190,176

[7] (ky)#0 -0,003642  -0,000492 -0,000755 115,001  -110,719  -500,447

37,75 Bu calisma [(ky),=0] -0,003668  -0,000451  -0,000749 115997  -111,326  -503,070
Bu calisma [(k;):#0] -0,003669  -0,000449  -0,000748 116,098  -110,329  -502,869

[7] (ky)#0 -0,003050  -0,000660 0 0 0 595,125

[4] (k;);=0 -0,003115 - - 0 0 605,211

a5 [4] (ky)#0] -0,003116 - - 0 0 605,013
Bu calisma [(k;):=0] -0,003081  0,000604 0 0 0 598,506

Bu calisma [(k;):#0] -0,003083  0,000601 0 0 0 598,308

[7] (ky)#0 -0,005208  -0,000048  0,001224  -269,413 182,480  189,7022

67,5 Bu calisma [(k;):=0] -0,005223  -0,000044  0,001215  -271,201 183,378 190,176
Bu calisma [(k;):#0] -0,005223  -0,000044  0,001214  -271,302 181,982 190,176

[7] (ky)#0 -0,008150  0,000770 0 -762 0 -1355,65

90  Bu calisma [(ki)=0] -0,007099  0,000710 0 -762 0 -1361,11
Bu calisma [(k;):#0] -0,008148  0,000710 0 -762 0 -1360,11
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu galismada, lineer clastik, homojen ve izotrop malzemeden yapilmis elastik
zemine oturan dogru ve daire eksenli ¢ubuklarin statik davranislari teorik olarak
incelenmistir. Timoshenko kirig teorisi kullanilarak elde edilen uzaysal egri eksenli
cubuklarin statik davranisini idare eden denklemler dogru ve daire eksenli ¢ubuklar i¢in
tekrar diizenlenmistir. Formiilasyonda, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri goz
Oniine almmustir. Uzaysal egri eksenli cubuklarin statik davranisi i¢in denge
denklemleri, blinye denklemleri ve uygunluk sartlarindan dort adet vektorel denklem
elde edilmistir. Bunlar, hareketli koordinat takimindaki bilesenlerine ayrildiginda birinci
dereceden on iki diferansiyel denklem bulunmaktadir. Bunlarin altis1 diizlemi icinde,
altis1 diizlemine dik olarak iki gruba ayrildiklar1 gériilmektedir. Kanonik formda elde
edilen adi diferansiyel denklemler, problemin rijitlik matrisini hesaplayabilmek icin
tamamlayict fonksiyonlar yontemi yardimiyla sayisal olarak ¢ozlilmektedir.
Tamamlayic1 fonksiyonlar yontemine dayali baslangic deger probleminin ¢dziimii igin
besinci mertebe Runge-Kutta algoritmasi kullanilmistir.

Elastik zemine oturan dogru ve daire eksenli cubuklarin statik analizleri,
tamamlayict fonksiyonlar yontemine dayali rijitlik matrisi yontemi ile ¢ozilmiistiir.
Dogru ve daire eksenli gubuklara ait sistem rijitlik matrisleri, tamamlayici fonksiyonlar
yontemine dayali elde edilmistir.

Diizleminde ve diizlemine dik yiiklii elastik zemine oturan dogru ve daire eksenli
cubuklarin statik analizleri i¢in literatiirdeki mevcut 6rnekler ele alinmistir. Literatiirde
farkli yontemler kullanilarak c¢o6ziilen problemler ile oOnerilen yontemin c¢oziimleri
karsilastirilmistir. Bu ¢alismada elde edilen sonuglar, literatiirde farkli yontemlerle elde

edilen sonuglarin birbirleri ile uyumlu olduklar1 gézlemlenmektedir.
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